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Аннотация. Показано, что классическая модель роста Берталанфи, 

разработанная для гомогенной среды , применима после некоторого обобщения 

также к неоднородной среде,  в частном случае к неоднородному лесу, где 

деревья в лесу неоднородны по виду. Обобщение этой модели осуществляется 

следующим образом. Изменение статистики диаметра деревьев в смешанном 

лесу сопровождается изменением общего показателя роста, т.к. показатели 

роста разных видов деревьев различны. С учетом вышеизложенного в известную 

модель введены нормированные функциональные зависимости параметров 

известной модели от диаметра деревьев. Показано, что предложенная 

обобщенная модель Берталанфи для гетерогенной среды, представляющий собой 

некоторый функционал, имеет экстремум в виде минимума при некотором 

фиксированном виде зависимости одного из вновь введенных функциональных 

зависимостей. 

Ключевые слова: смешанный лес, модель роста, диаметр,  функционал, 

гетерогенная среда 

 

Введение 

 

Хорошо известно, что скорости процесса гибели и развития (роста) лесов 

зависит от типа деревьев и их размера [1-4]. Вместе с тем, существует единая 

обобщенная модель роста и гибели деревьев в виде [5] 

𝑚(𝐷) = 𝜓 ∙ 𝑔(𝐷) − 𝑔′(𝐷)                                      (1) 

где: 𝑔′(𝐷) =
𝑑𝑔(𝐷)

𝑑𝐷
; 𝑔(𝐷)-функция роста диаметра дерева; 𝑚(𝐷)-функция 

гибели диаметра дерева; 𝐷-диаметр дерева. 

Также существует модель роста, предложенная Берталанфи, применительно 

к какому-либо показателю развития у [6]. Применительно к диаметру дерева 

модель Берталанфи имеет вид: 

 
𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝜂𝐷𝑚 − 𝑘𝐷                                               (2) 

где: -возраст дерева; 𝜂, 𝑘, 𝑚-параметры модели, постоянные величины. 

Согласно модели Чапмана-Ричардса параметр 𝑚 может изменятся в пределах 

0 ≤ 𝑚 ≤ 1 [5]. Вместе с тем, в [7] была предложена модель роста диаметра в виде 

𝑔(𝐷) = 𝜂𝐷𝑚 − 𝛾𝑡                                              (3) 

где: 0 ≤ 𝑑 ≤ 𝑑∞. 

𝑑∞ = (
𝛾

𝜂
) ∙

1

𝑚−1
                                                  (4) 

Очевидно, что модель (2) может быть применен к одному типу дерева, т.к. 

две разные типы деревьев достигают равной величины диаметра на разных 
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стадиях развития. Следовательно, возникает необходимость обобщения модели 

(2) к смешанному лесу. Ниже рассматривается предлагаемый метод обобщения 

модели роста Берталанфи применительно к смешанному лесу.  

Таким образом, целью настоящей работы является разработка обобщенной 

модели роста на базе модели (2) применительно к процессу роста деревьев в лесу 

смешанного типа. 

 

Материалы и методы 

 

Исходным положением предлагаемой модели является то, что диаметры 

деревьев имеющихся в лесу 𝐷𝑖 составляют некоторое множество, 

𝐷 = {𝐷𝑖 }                                                      (5) 

Элементы этого множества упорядочены следующим образом:  

𝐷𝑖+1 = 𝐷𝑖 + ∆𝐷;  𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅;  𝐷𝑛+1 = 0; ∆𝐷 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡                     (6) 

Далее, полагаем, что существует некоторая функциональная связь  

 𝑁𝑖 = 𝑓(𝐷𝑖)                                           (7) 

где: 𝑁𝑖-количество деревьев, диаметр которых равен 𝐷𝑖. 

Так как рассматривается не однотипный, а смешанный лес, то условие 

модели (2) в виде 

𝜂, 𝑘, 𝑚 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,                                               (8) 

заменяется на следующие условия: 

1. Допускается что существуют следующие 

функциональные зависимости 

𝜂𝑖 = 𝑓1(𝐷𝑖)                                                   (9) 

𝑘𝑖 = 𝑓2(𝐷𝑖)                                                 (10) 

𝑚𝑖 = 𝑓3(𝐷𝑖)                                                 (11) 

2. Принимается условие нормировки  
1

𝑛
[∑ 𝑓1(𝐷𝑖)

𝑛
𝑖=1 ] = 𝐶1;   𝐶1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡                                (12) 

1

𝑛
[∑ 𝑓2(𝐷𝑖)

𝑛
𝑖=1 ] = 𝐶2;   𝐶2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡                                (13) 

1

𝑛
[∑ 𝑓3(𝐷𝑖)

𝑛
𝑖=1 ] = 𝐶3;   𝐶3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡                                (14) 

Таким образом, с учетом (5-14) модель (2) для фиксированного 𝑖 
приобретает следующий вид 

𝑔𝑖 =
𝑑𝐷𝑖

𝑑𝑡
= 𝑓1(𝐷𝑖) ∙ 𝐷𝑖

𝑓3(𝐷𝑖) − 𝑓2(𝐷𝑖) ∙ 𝐷𝑖                          (15) 

Интегрируя (15) по всем 𝑖, переходя на непрерывную модель записи, 

получим 

∫ 𝑔(𝐷)𝑑𝐷 = ∫ [𝑓1(𝐷) ∙ 𝐷𝑓3(𝐷) − 𝑓2(𝐷) ∙ 𝐷]𝑑𝐷
𝐷𝑚𝑎𝑥

0

𝐷𝑚𝑎𝑥

0
                 (16) 

Аналогичным образом условия (12)-(14) в непрерывной записи приобретают 

следующий вид 

∫ 𝑓1(𝐷)𝑑𝐷
𝐷𝑚𝑎𝑥

0
= 𝐶1                                          (17)  

∫ 𝑓2(𝐷)𝑑𝐷
𝐷𝑚𝑎𝑥

0
= 𝐶2                                          (18) 

∫ 𝑓3(𝐷)𝑑𝐷
𝐷𝑚𝑎𝑥

0
= 𝐶3                                          (19) 

Таким образом, выражения (16)-(19) составляют основу предлагаемой 

обобщенной модели Берталанфи. Рассмотрим задачу оптимизации предложенной 

обобщенной модели роста. 
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Оптимизация модели роста 

Конкретно рассмотрим задачу оптимального выбора функции 𝑓3(𝐷), при 

которой функционал (16) достиг бы экстремального значения.  

С учетом (16) и (19) составим задачу безусловной вариационной 

оптимизации. Целевой функционал 𝐹 этой задачи имеет вид: 

𝐹 = ∫ [𝑓1(𝐷) ∙ 𝐷𝑓3(𝐷) − 𝑓2(𝐷) ∙ 𝐷]𝑑𝐷
𝐷𝑚𝑎𝑥

0
− 𝜆 [∫ 𝑓3(𝐷)𝑑𝐷

𝐷𝑚𝑎𝑥

0
− 𝐶3]    (20) 

Согласно методу Эйлера решение задачи (20) должно удовлетворить 

условию [8]: 
𝑑[𝑓1(𝐷)∙𝐷𝑓3(𝐷)−𝑓2(𝐷)∙𝐷−𝜆𝑓3(𝐷)]

𝑑𝑓3(𝐷)
= 0                             (21) 

Из (21) получаем: 

𝑓1(𝐷) ∙ 𝐷𝑓3(𝐷) ∙ ln 𝐷 − 𝜆 = 0                                  (22) 

Из (22) получим 

𝐷𝑓3(𝐷) =
𝜆

𝑓1(𝐷)∙ln 𝐷
                                             (23) 

Из (23) находим: 

𝑓3(𝐷) ln 𝐷 = ln 𝜆 − ln 𝑓1(𝐷) − ln 𝐷                          (24) 

Из (24) получим 

𝑓3(𝐷) =
ln

𝜆

𝑓1(𝐷)∙𝐷

ln 𝐷
                                              (25) 

Из (25) с учетом (19) получим: 

∫
ln[

𝜆

𝑓1(𝐷)∙𝐷
]

ln 𝐷

𝐷𝑚𝑎𝑥

0
𝑑𝐷 = 𝐶3                                     (26) 

Обозначив 𝜆 вычисленное по выражению (26) в качестве 𝜆0 решение (23) 

перепишем как 

𝑓3(𝐷) =
1

ln 𝐷
ln [

𝜆0

𝑓1(𝐷)[ln 𝐷]2]                                        (27) 

Для определения типа экстремума функционала (20) вычислим производную 

(22) по 𝑓3(𝐷). Очевидно, что эта производная будет иметь положительный знак 
𝑑[𝑓1(𝐷)∙𝐷𝑓3(𝐷)∙ln 𝐷]

𝑑𝑓3(𝐷)
= 𝑓1(𝐷) ∙ 𝐷𝑓3(𝐷) ∙ [ln 𝐷]2                          (28) 

Следовательно при решении (27) целевой функционал (20) будет иметь 

минимум. 

В целом факт уменьшения функции роста при увеличении диаметра дерева в 

гомогенных лесах хорошо известно. В качестве примера на рис. 1 приведены 

кривые зависимости количества деревьев от диаметра этих деревьев [5]. 

Вместе с тем, если речь идет о гетерогенных лесах, где имеются деревья 

разных типов то возникает необходимость усовершенствовать модель (12). 

Проведенное исследование показало, что общий показатель развития при этом 

оказывается экстремальной величиной, экстремум которой зависит от типа 

взаимосвязи диаметра деревьев и одного из параметров модели Берталанфи. 

 



 Обобщение модели роста  Берталанфи для гетерогенной среды развития 

применительно к смешанному лесу 

335 
 

 
Рис. 1. Кривые зависимости количества деревьев от диаметра этих деревьев. 

Кривые составлены для шести разных лесных участков. 

Составлено авторами 

 

Выводы 

 

Сформулирована и решена задача обобщения модели роста Берталанфи для 

гетерогенной среды на примере смешанного леса. Показано, что классическая 

модель роста Фон Берталанфи применима к гомогенной среде, т.е. в данном 

случае к однородному леса. Если лес неоднородна, т.е. деревья в лесу 

неоднородны по виду, и если показателем роста взять диаметр дерево, то 

параметры этой модели должны быть изменены. Таким образом, изменение 

статистики диаметра деревьев в смешанном лесу сопровождается изменением 

общего показателя роста, т.к. показатели роста разных видов деревьев различны. 

С учетом вышеизложенного в известную модель Берталанфи введены 

функциональные зависимости параметров этой модели от диаметра деревьев. 

Вновь введенные функциональные зависимости нормированы. Исследование 

показало, что предложенная обобщенная модель Берталанфи для гетерогенной 

среды, представляющий собой некоторый функционал, содержащий вновь 

введенные функциональные зависимости, имеет экстремум в виде минимума при 

некотором фиксированном виде зависимости одного из вновь введенных 

функциональных зависимостей. 
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Abstract. It is shown that the classical Bertalanfi growth model developed for a 

homogeneous medium is applicable, after some generalization, also to an 

inhomogeneous medium, in a particular case to an inhomogeneous forest, where the 

trees in the forest are heterogeneous in appearance. Generalization of this model is 

carried out as follows. The change in the statistics of the diameter of trees in a mixed 

forest is accompanied by a change in the overall growth rate, because the growth rates 

of different types of trees are different. Taking into account the above, normalized 

functional dependences of the parameters of the known model on the diameter of trees 

are introduced into the known model. It is shown that the proposed generalized 

Bertalanfi model for a heterogeneous medium, which represents a certain functional, 

has an extremum in the form of a minimum with some fixed form of dependence of one 

of the newly introduced functional dependencies. 
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